- CZESC DRUGA

‘Bezpieczenstwo konstrukciji

_ ANALIZA STANU NAPREZENIA
7 | ODKSZTALCENIA I

W bardziej ztozonych przypadkach obciazenia preta ocena Jego bezpieczeristwa wy-
maga glgbszego, niz podane w art. 2.5 i 3.1, poznania wlasciwosci stanu naprezenia i stanu
odksztalcenia w danym punkcie ciala. PO_]QCIa te, jak wiemy z art. 1.5 i 1.6, reprezentujg
cata mnogos$¢ wartosci naprezen (badz odksztalcer) odpowiadajacg wszystkim mozliwym
przekrojom (badZ kierunkom) przeprowadzonym przez ten punkt. W artykule 2.5 na
przykladzie rozciagania pokazano, e istnieja zaleznosci, ktére te calg mnogo$¢ porzadkuja.
Naszym obecnym zadaniem jest sformulowanie podobnych zaleznosci w bardziej ogdlnych
przypadkach. Dia ujednolicenia postgpowania w kwestii i naprezen, i odksztalcern wpro-
wadzamy jako obickt badania.elementarng prostopadioscienng kostke wycigta myslowo
z ciala w otoczeniu badanego punktu B (rys. 7.1). Na écianach tej kostki istnieja naprezenia -

Rys. 7.1. Elementarna kostka — podstawowy obiekt analizy

pochodzace z oddzialywania na-nig calej reszty ciala. Z uwagi przy tym na bardzo matle

j&j wymiary mozZemy uwazaé, ze napreZenia te rozlozone sa rownomiernie.
Poszukiwanie zaleznosci porzqdkujacych wartosci naprezen i odksztalcen nosi nazwe

analizy stanu naprezenia i odksztalcenia. Jej zakies dobrano tu jako minimum niezbedne

~



174 7. Analiza stanu naprezenia i odksztalcenia

w nauce wytrzymaloséci materialéw. Bardziej szczegélowe informacje oraz niektdre do-
wody sa przedmiotem - teorii spre¢Zystosci.

L

7.1. Analiza plaskiego stanu napre¢zenia

Jako pierwsze zagadnienie: ana'lizy' napr¢zen rozpatrzymy przypadek, gdy na prosto-
padle do osi 11 2 éciany kostki dzialaja napre¢zenia o, i 7,, a Sciany réwnolegle do plasz-
czyzny 1,2 sa nieobciazone (rys. 7.2a). Taki stan napr¢zen nazywamy plaskim lub dwu-
wymiarowym. Zakladamy na razie, ze ukosny przekrdj ab jest prostopadly do nieobcig-
zonej Sciany ABCD. Ustawienie tego przekroju, okresla‘!’ kat « badz kat B = a-—(m/2).

Rys. 7.2. Analiza plaskiego (dwuwymiarowego) stanu napreZenia

Skladowe naprezenia o, i T, wyznaczymy stosujac zasade superpozycji, w rezultacie czego
mamy dwa stany. Pierwszy z nich przedstawia rozciaganic w kierunku osi I, drugi -
rozcigganie w kierunku osi 2. Odpowiadajace tym skladowym stanom napreZenia o, 1.,
o, i 7, okreslamy z wzoréw (2.13) i (2.14)

-3

o, =0,c08%q, 1,=0,sinacosa,
o, =0,c08° f =0,sin*a, 1, =o0c,sinffcosf = —a,sinxcosx.
Po zlozeniu wynikéw mamy ostatecznie poszukiwane zaleznosci:

0,+0, 0, —0
2 2

. i 2
0, =0,C08*>a+0,sin*a = cos2 x. 7.1).

T, =1 +1 =ﬂ%f’—2 sin 2. (7.2)
Widaé, e poprzednie zaleznosci (2.13) i (2.14) sg szczegbélnym przypadkiem wzoréw (7.1)
i(7.2), gdy ¢, = ¢'i 6, = 0. Podobnie widaé, ze o, oscyluje miedzy granicznymi warto-
$ciami o;(a = 0, a = ) i 6,(a = /2, & = 37/2), podczas gdy 7, zmienia si¢ w przedziale
+ (0, —5,)/2. Obowigzuje przy tym ta sama co w art. 2.5 umowa o znakach o, i t,, jak
rowniez te same uwagi o prowadzeniu w rozpatrywanej kostce przekrojow wielokrotnych
(rys. 2.15). W szczegolmosei stwierdzamy, ze w dwoch prostopadlych przekrojach, okre-

. N 7
() Tdentycznie jak w art. 2.5, kat miedzy dana osig a zewneirzna normalna n jest dodatni, gdy ob-
rot od tej osi do osi n jest przeciwzegarowy. Tak wiec na rys. 7.2 mamy « > 0, 8 < €.

"o



- 7.1, Analiza ptaskiego stanu naprezenia 175

§lonych odpowiednio katami a« i a+(w/2) napreZenia Ty 1 Tapcn/ay Maja zawsze réwne
wartoSci bezwzgledne (zasada symetrii naprezeri stycznych). Jesli naprezenia o, lub o,
sg Sciskajace, to, zgodnie z umowa, nalezy we wzorach (7.1) i (7.2) wstawié ich wartosci
ze znakiem minus. .

~ Wynik analizy, tj. wzory (7.1) i (7.2), mozna przedstawi¢ wykreslnie w postaci tzw. kola
- Mohra. Biorac mianowicie uklad wspétrzednych g, i 7, (tys. 7.3b) zbydujmy kolo o §rodku A
lezacym na osi odcigtych w ten sposdb, aby odcigte O1 = o, 02 = o,. Kredlac nastepnie
promiefi AN pod katem 2a, tj. rdwnym podwojonemu katowi a na obrazie kostki’

Ox o
b N _
’?’a A
/ - \&
C A B
2 !x 1 oy
[
tﬁ+ﬂz N7

Rys. 7.3. Kolo Mohra. dla plaskiego stanu naprezenia p

(rys. 7. 3a0 otrzymujemy punkt N. Jego wspolrzedne OBi BN dajq w obranej skali alge-
braiczne wartoéci o, i 7,, albowiem -

OB = 0A+AB=0A+ANcos2a, BN = ANsin2«,
a poniewaz OA = (al_—i-az)/Z, AN = Al = (0, —0,)/2, zatem

—— g4 o—0
B= 1 2_+ 12

.—O’ .
> 2 sin 2z,

2 cos2¢, BN =2t

-czyli zaleznosci identyczne z wzorami (7.1) i (7.2). Jesli teraz na obrazie kostki (rys. 7.3a)
zmieniamy kat a, a wiec i ustawienie przekroju ab, to punkt N wedruje po kole Mohra
w dwukrotnie szybszym tempie. I tak, rozpoczynajac od punktu I, gdy 2a & 0, 0, = o,
1, = 0, przechodzimy stopniowo do punktu D, w ktérym 2a = /2, 6, = (6, +0,)/2,
a wartos¢ 1, = (6;—-0,)/2 jest maksymalna i odpowiada przekrojowi ab okreslonemu
przez a = nn/4. Powigkszajac dalej kat 2z dochodzimy do punktu 2 (g, = o, 7, = 0),
a odpowiadajacy przekrdj ab jest prostopadly do osi 2 (x = ©/2). Podobnie przesledzimy
wedrowke punktu N po dolnym tuku kola Mohra, czemu na obrazie kostki odpoewiada
kat a; > (n/2).(rys. 7.3c). Jesli w kostce mamy dwa przekroje prostopadte do siebie;
okreslone katami o i a;, = a-+(r/2), to odpowiadajace im punkty N i N, kola Mohra
leza na jednej $rednicy, skad wynika

Tatn/z = — 7. (@)

) Kat Zcx miedzy punktarm okregu mnalezy odmierzy¢ z tym samym zwrotem wzgledem srodka
kola o kat ix na obrazie kostki.
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Powyzsza dyskusja odpowiada sytuacji, gdy o, > g, > 0. Jesli jedno z naprgier’x jest
§ciskajace, a wiec ujemne, to jego wartoéé nalezy odlezy¢ na lewo od punktu O. Kilka
wariantéw stanu napreZenia i odpowiednich k6t Mohra podaje’ rys. 7.4.

a)

Jx=const =0y
Te=0

Rys. 7.4. Przyklady stanéw naprezenia i odpowiednich koéf Mohra
a) dwuwymiarowe rozciaganie, ¢; < d2; b} proste éciskanie, 07 = 0, g, < 0; ¢) dwuwymiarowe rownemierne rozcigganie
5, = 6, > 0; d) przypadek o, <0, g > 0

Z kola Mohra odczytujemy bezposrednio widoczne wlasciwosei plaskiego stanu na-
prezenia, a mianowicie; )

a. Istnieja tylko dwa przekroje ($cislej dwie rodziny przekrojow), w ktérych panuja
tylko napreZzenia normalne o, = o, 0, = 0, a 7, = 0. Przekroje te, tzw. przekroje
glowne, sa wzgledem siebie prostopadle. Naprezenia normalne w tych przekrojach, tj. 6, 1 05,
nazywaja si¢ gidwnynri naprezeniami. : ,

b. Naprezenia gtéwne sa ekstremalnymi wartosciami napreZenia o, 1 Zawsze spetniona
jest nieréwnos¢
‘ 6, <0, <0y, Jesh o,>0,. (7.3)

c. Ekstremalne naprezenia styczne wystgpuja w przekrojach dwusiecznych wzgledem
przekrojéow gléwnych, 4. o = +(r/4). Ich bezwzgledna warto$¢ jest ta sama i wynosi
0,03

| (7.4)

I T Iekstr =

a wigc rowna si¢ potowie algebrawzne] roznicy naprc;zen glownych

W rozpatrzonych dotad zagadnieniach stan napreZenia podany byl przez napreZenia
gléwne, a celem bylo wyznaczenie naprgzen w jedno- lub w1e10krotnych przekrojach
obroconych wzgledem przekrojéow gléwnych. Jak widac, choéby z rys. 7.2, wyniki takich
zagadnien, zwanych prostymi, maja postaé pardziej ztozona niz stadium wyjsciowe. W prak-
tyce spotykamy si¢ czgsciej z zagadnieniami odwrotnymi, gdy w wy_;scwwym stadium
na dwéch prostopadiych parach $cian kostki dane sa napr¢zenia oy, 0, | ‘1 (rys. 7.5a).
Te ostatnie, zgodnie z zasadg symetrii, sa réwne co do bezwzglednych wartosci i sa skie-

() Pozadane jest nabycie wprawy w korelowaniu przekroju na obrazie kostki z punktem na kole
Mohra i rysowanie obrazu naprezen na rysunku kostki otrzymanych z kola Mobhra.
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. rowane ‘badZz do wspdlnych krawedzi, badz od nich. Poszukiwanymi wielko$ciami s3 teraz
napre¢zenia gtowne o, i 0, oraz kat o okreslajacy ustawienie przekrOJow glownych na ebrazie
kostki, -

Q- yI‘\ ¢ y 2 °
oz :

Y

c LY <2 c %/ 0 \3
oL % I
% L‘L‘dx X “0'105)(
T AN

AR 1

Rys. 7.5. Rozwigzanie gdwrotnego zagadnienia analizy stanu napreZenia
' )

Zagadnienie odwrotne najlatwiej rozwigzaé postugujac si¢ kolem Mohra. W kole tym
(rys. 7.5b) znamy wspdtrzedne punktu X, tj. o, i,\+rt, i punktu Y, tj. o, i —1, reprezentujace
naprézenia w przekrojach prostopadlych odpowiednio do osi x i osi y. Ponadto wiemy,
ze-punkty te leza na jednej $rednicy, gdyz odpowiadajace im przekroje ab i ac sg do siebie
prostopadle (poréwnaj punkty Ni N, na rys. 7.3b). Laczac zate-punkty X i Y otrzymu-
Jemy §rodek 4 i promied 4X, a wigc wszystkie dane potrzebne do wykreSlenia kota
Mohra. Punkty 11 2 przecigcia tego kola z osia ¢, daja odcinki 01102 reprezentujgce
w obranej skali naprezenia gléwne o, i 0,. Ponadto odczytujemy katy 2« i 2B réwne
podwdjnym katom, ktére na obrazie kostki o x tworzy z osiami I i 2 okreslajacymi
glowne przekroje. Jak widaé, przejécie na kole Mohra od danego punktu X do poszuki-
wanego punktu / odbywa si¢ wspélzegarowo. W tym samym zatem kierunku musi zachodzi¢
na obrazie kostki przejécie od danej osi x do poszukiwanej asi I (rys. 7.5¢c). Podobnie
okreslamy polozenie osi 2. Rysujac na koniec przekroje prostopadle do znalezionych
osi.] i 2 i dziatajace w tych przekrojach naprezenia o, i 6, mamy szukane rozwiaganie,

Opisana konstrukcja wykre$ina utatwia sformutowanie analitycznych zaleznosci migdzy
wielko$ciami danymi, tj. oy, 0,, 1, 2 pdszukiwanymi, ti. 04, 0, 1 a. Z rysunku 7.5b widad, ze

0A = (d,+0,)2, AB =(0,~0,)2, AX = 1/ AB*+BX?, BX =rt,

skad otrzymujemy poszukiwane wielkosci;

R Gey ‘
' = O0A+AX = Oxt0y + _(_‘_J:?‘___ai',)_.w + 12, (7.5)
o, 2 4 - '
’ BX 2t
e — DX o LB 76
B AB Ox—0y (79

Znak minus we’ wzorze (7.6) wynika stad, Zze dodatnim wartosciom BX i AB odpow1ada
na rysunku kostki ujemmny kat « (rys. 7.5c).

12 Wytrzymalo§é materiato6w ’ ¢
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Podobme mozemy obhczyc i inne wielkosci, np.

Tmax = AX ]/(ax ay)z | | (77) N

Wyniki (7.5)-(7.7) stanowia - analityczne rozwiazanie zadania odwrotnego réwno-
rzgdne metodzie wykreélnej. W teorii sprezystoéci i plastycznoéci stosuje sig je czesto
jako punkt wyjécia do dalszych rozwazan. Istotna rzecza jest przy tym pamigtal, Ze .
wszystkie te wyniki (analityczne i wykresine) stuszne sa, gdy ukosny przekroj, w ktorym

badamy naprezenia, jest prostopadly do.nieobciazonej $ciany kostki (patrz rys. 7.2a).

~,
.

-~

Zadania

1. W kostce (rys. 7.3a) mamy d; = 60 MPa, o, = —30 MPa. Wyznaczy¢ naprezenia na bokach
kostki, wycietej jak na rys. 2.15, gdy o = 20°. '

Odp. 0200 = 0200° = 49,5 MPa, O110° = O290° ="—19,5 MPa, Tz00 = —T110° = T200° = —T200° ™
= 28,9 MPa.

. 2. Z kostki (rys. 7.4¢) wycieto: a) dowolny gramastoslup, b) walec kolowy. Jakie naprgzenia panu-
ja na bocznej powierzchni? 7

Odp. a)r, =0,0, =0, = g, = const; b) to samo co w (a), gdyz ‘walec mozna traktowaé jak gra-
mastoslup o meskoﬁczeme wielkiej liczbie bokdw.

-3. Poslugujac sie, kolem Mohra (rys. 7.3b) dowies¢, ze: r (al—-a ) (o,—03). .

Odp. Wiadomo, ze BN jest $rednia geometryczng odcinkéw Bli ZB czyli (BN)2 = (2B) - (B]),
c.b.d.d.

4. Podaé warunek odnos$nie do oy i o, (rys. 7.2a), aby istnialy przekroje (Scislej rodziny rownole-
glych przekrojéw), w ktorych o, = 0. Narysowaé te przekroje, jesli o; = —30 MPa, o; = 50 MPa,

Odp. Warunek: o, ¢, < O (patrz rys. 7.4d); tg2a = +V 15, o = £37,8°.

a) ' b) Ta 8
g;=-20MPa. ‘ oy
_LT \ 20 40
T=-30MPa
. 0 A
0:‘ =60MPa 2 -20 2oz
] 60 X
=30 - .

Rys. 7.6. Przyktad liczbowy zagadnienia odwrotnego

5. W podanej kostce (rys. 7.6a) wyznaczyé wykreslnie (z kota Mohra) wartosci gtéwnych napre-
zeh i polozenie gléwnych przekrojow.
Odp. Podanym zwrotom t odpowiada UJemna rze,dna dla punktu X i dodatnia dla punktu Y

(rys. 7.6b). Po okresleniu srodka A i promienia AX = 50 MPa otrzymujemy o; =70 MPa, 6, = — 30 MPa,
a ponadto tg 2x, = 0,75, skad x, =~ 18,4°. Kat &, na obrazie kostki odmierzamy w tym samym kie-
runku co i kat 2«, na kole Mohra przy przejéciu od punktu X do punktu /. Kostka ABCD odpowia-

dajaca przekrojom gléwnym (rys. 7.6c) jest ta, z ktorej wycigto pierwotna kostke abed o danym stanie
naprezen.
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_ 6. W Kostce (rys. 7.6a) zmieniono tylko o, na 6, = --60 MPa. Obliczy¢ wartosci 2aprqier’1 gy o,
oraz wartos¢ kata o.
Odp. Z wzorow (7. 5) o, = —'3,9 MPa, o, = —76,1 MPa; z wzoru (7.6) mamy tg2x =

= —2(—30)/(~40) = —1,5, 20 = 123°44’, o = 61°52",

Uwaga. We wzorze (7.6) nalezy wzia¢ algebraiczna wartosc t od’powxadajaca przekro_mwn pros-
topadiemu do osi x, a odpowiedzi na kat 2x poszukiwa¢ w przedziale (0, 180 ).

7. Zostawiajac bez zmian o, i 7 (rys. 7. 6a) znalez¢ wykreslme taka wartoéc o,, aby stan naprgzZe-

nia byt prostym rozciaganiem. -
Odp. Prowadznmy odcinek OX (rys. 7.6) i iego symetralna. Jej przecigcie z osm o, daje srodek 4,

i promien A X nowego kota Mohra. Rzedna punktu Y jest nadal 30 MPa, skad ¢, = 15 MPa, 6, =

R S

=24,X =15 MPa. P

- 8. Jak zmienia sie wyniki zadan 5 i 6 jesli zwroty wszystklch skladowych naprezen zmienié na
przeciwne? . .

Odp. Przekroje gléwne nie zmienia si¢; wartosci o, 1 02 s3 przeciwne.

9. W kostce (rys, 7.6a) znaleié przekrdj, w ktérym o, = |z,[.

Odp. Rysujac z punktu O (rys. 7. 6b) dwie proste T, = 4o, wyznaczamy na kole Mohra cztery -
punkty stanowiace cztery odpowiedzi. Przekroje sa paraml symetrycznie ustawiope wzgl’gdem osi 1
(rys. 7.6c). i .

7.2. Uprdszczona analiza tréjwymiarowego stanu naprezenia

Logicznym uogdlnieniem plaskiego stanu naprezenia jest stan trojwymiarowy, gdy
na $ciany kostki dziataja napre¢zenia normalne o,, 0, i 03 (rys. 7.7a). NapreZenia te wobeg
braku naprezeri stycziiych nazwiemy, jak poprzednio, gldwnymi. Zbadajmy teraz napre-
zenia w uko$nym Drzekro;u abc réwnolegtym do osi 3 (rys. 7.7b). Naprezenie o3 me
wplywa'® tu zupetnie na o, i 7., ktére wyznaczone zostajd jak w art. 7.1, W wyniku o. i1,
reprezentowane sa przez punkt N’ kola Mohra zbudowanego dla giéwnych napreZen o,
i o,. Powtarzajac to rozumowanie dla przekrojow def i ghi réwnoleglych odpowiednio
do osi 21 1 (rys. 7.7c, d) otrzymujemy punkty N”' i N’ okreslajace skladowe naprezenia
o), 1/, a! 1. W #ych przekrojach. Przenoszac te trzy kola- Mohra na jeden wykres
(rys. 7.8a) mamy obraz, ktéry w .analizie tréjwymiarowego stanu naprezenia speknia
podobng role, jak po;edyncze koto Mohra dla stanu dwuwymiarowego. W teoril spre-.
zystoéci bowiem dowodzi si¢, Ze naprgZenia.o, i T, W przekroju kim nachylonym do
wszystkich osi 1,2 i 3 (rys. 7.8b) reprezentowane sa pewnym punktem N lezacym w polu
zakreskowanym na rys. 7.8a. Wynika stad wazny wniosek, Zze maksymaine naprezenie
styczne ma warto$¢ rowna promieniowi najwigkszego kola Mohra ijeslio, > 0, > 03,10

’ (‘rlmax -

(1.8)

__(‘_T_l"“ﬂ'a'
Tz

i . §

Wida¢ réwniez, ze naprezenie Tmax dziala w przekroju, ktéry jest réownolegly do sredniego

naprezenia (o,) i Jednoczesme dwusieczny w stosunku do pozostalych osl.
Przedstawiona analiza stanowi analogi¢ do oméwionego w art. 7.1 zagadmema pro-

stego. Rozwiazanie zagadnienia odwrotnego ograpiczymy do wariantu, gdy w stadium

() Wypadkowa z naprezen ¢; na obydwéch $cianach poziomych jest réwna zeru.

12+



Rys. 7.7. Analiza tréjwymiarowego stanu naprezenia przy szczegblnym sposobie prowadzenia przekrojow

£

a) Td‘\\ a,

Y

lo

Rys. 7.8. Wynik analizy trojwymiarowego stanu napreZenia

)
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wyjSciowym jedno z naprezen normalnych, np. g4, jest g%év&}ne (rys. 7.9a), w takiej bowiem
postaci’tréjwymiarowy stan napre¢zenia wystepuje w przewazajacej wigkszosci zagadnied
technicznych.  Poréwnujac ten obraz z rys. 7.7b widzimy, 2¢ wyznaczenie pozostalych ’
" gléwnych naprezeft o, i o, jest zagadnieniem odwrotnym plaskiego stanu o, G, 11,

Rys. 7.9. Typowe zadanie odwrotne trojwymiarowego stanu napreZenia
a) obraz ukladu naprgzen; b) konstrukcja ko6t Mohra; ¢) wynik analizy, gdy o5 = 0.

a jego rozwiazanie stanowi kolo Mohra X/7Y2 (rys. 7.9b). Po naniesieniu punktu 3
reprezentujaCego naprezenie o, dorysowujemy dwa pezostale kola, dajace pelny obraz
tréjwymiarowego stanu. Rozwigzanie to jest stuszne i dla dwuwymiarowego stanu (rys. 7.9¢),
w ktérym o5 = 0. Jak widag, takie uwzglednienie trzeciego napreZenia gléwnego o zerowej
wartosci jest istotne dla okredlenia Tmay, gdy pozostale napreZenia glowne o, .1 ¢, sg tego
samego znaku. T - '

W odréznieniu od przyjetego poczatkowo przedstawienia tréjwymiarowego stanu
przez naprezenia ghdwne, ogdlny obraz takiego stanu jest bardziej ztozony (rys. 7.10a).
Wypadkowe naprezenia p,, p,, p, na poszczegdlnych parach $cian kostki sa stale co do

Rys. 7.10. Skltadowe ogdélnego troéjwymiarowego stanu napreZenia
a) uklad wypadkowych naprezen p,, p,, p, i ich rozklad na skladowe normalne o, 0, o, i wypadkov\v‘c styczne 1,, 7,, 7,; b) rozkiad
Ty Ty Tp na skladowe 7y, ..., 7,0,

wartoéci i kierunku, nie sa one jednak prostopadle do $cian. Okreslenie kazdego z trzech
naprezefi p wymaga podania trzech skitadowych. Mogloby si¢ wicc wydawaé, ze do opi-
sania takiego stanu nalezy poda¢ dziewig¢ niezaleznych od siebie wartodci, tzn. tizy skla-
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dowe normalne oy, g,, 6, oraz sze$¢ sktadowych stycznych' ., Te:, Tyx, Tyzs Taxs Tay
(rys. 7.10b). Tak jednak nie jest, gdyz sktadowe te musza spelnia¢ szes¢ réwnan réwnowagi.
Trzy z nich, a mianowicie rownania sumy rzutow sil, sa spelnione tozsamosciowo. Nie
dotyczy to jednak réwnan réwnowagi momentdw i na przyklad réwnanie takie wzgleJem
osi przechodzacej przez $rodek kostki i rownoleglej do osi z daje zaleznos$¢:

- Tyx Agep b Tyx Agpch _ Txy Aqpra Ty Acpra:

T + = ot - ool g, @)

-

w ktorej AEF,, = A sc = ac, A pr = Acpr = bc oznaczajag pola odpowiednich- §cian
EFD, ..., CDF. Podstawienie tych wartosci do réwnania (a) i skrocenie przez abe daje
w wymku , ,a

Tyx—Tey = 0. - (b)

Plszqc -analogiczne dwa réwnania réwnowagi momentow wzgledem pozostatych osi
otrzymujemy ostatecznie wynik .

(19

Txy = Tyxs Tyz = Toyn Trx = Txzs
ujmujacy ogolnie zasade symetrii napreferi stycznych, a mianowicie:

dwa skladowe naprezenia styczne dzialajqce na dwdch prostopadlych Scianach i prosto-
padle do wspélne} ich krawedzi majq jednakowe wartosci i sq skierowarie albo do tej krawgdzi,
albo od niej.
Zaleznosc (7 9) stanowi uogdlnienie zaleznosm (d) z art. 2.5 i zaleznodci (a) z art. 7.1,
a réznica znakoéw jest tylko pozorna.’® Konsekwencja tej zaleznosci jest, Ze liczba nie-
zaleznych wielkoéci okreslajacych ogdlny stan naprezenia (rys. 7.10a) jest tylko szesc.
Wielkosci te, tj. 0y, Oy, 0, Txy, Ty; | T2, A0sZa-nazwe skiadowych stanu naprezenia. Ich rola
w nauce wytrzymatosci materialéw jest podobna, jak pojecie sktadowych wektora’ w me-
chanice. Wyjasnia to nastgpujaca analogia. Wezmy mianowicie wektor R (rys. 2.16a)
i potraktujmy osie X,y jako ustalone. Skladowe P, i P, mozna wtedy traktowac jak
skalary, polaczenie ich jednak w zespdl, w ktérym skalar P, odpowiada osi x, a P, osi y,
_ tworzy nowa wielko$¢ fizyczna, tj. wektor R, podlegajaca innym prawom (np. dodawania)
niz elementy skladowe. Identyczng sytuacje mamy w kwestii naprezen (rys. 7. 10), gdzie
Pxs Py, D= 53 wektorami zwigzanymi z odpowiednimi $cianami kostki (analogia do skala-
réw P, i P,), ich jednak zespét tworzy nowa, podlegajaca innym prawom niz wektory,
wielko$¢ fizyczna, tj. stan naprezenia. Na tym tle powinno by¢ jasne, ze dodanie do siebie
wektorow naprezer dzialajgcych w dwéch réznych przekrojach jest tak samo’ bezsensowne
i bledne, jak algebraiczne dodanie sklado}wych wektora na réine osie.

(1) W znakowaniu tym pierwszy wskaznik okresla, ze naprezenie dziala na $cianie prostopadiej
do osi o tym wskazniku. Wskaznik drugi okresla o$, w kierunku ktorej dziata dana sktadowa. Tak wiec
7., jest to skladowe naprezenie styczne dzialajace na scianie prostopadtej do osi z i rownolegte do osi x.

(2) W art. 2.5 i 7.1 rozréimiono naprezenia styczne wedtug tendencji obrotu kostki. Bylo to pozy-
teczne przy konstrukcji kota Mohra. W analizie tréjwymiarowego stanu naprezenia utrzymanie po-
: przedmej umowy,. aczkolwxek mozliwe, nie jest celowe i prosciej jest od razu zalozyé dodatnie zwroty T,
‘jak -na rys. 7.10b.
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Zadania

1. W kostce z rys. 7.7a jest ¢, = —60 MPa, o = 30 MPa, 63 = —10 MPa. Narysowa¢ uklad
két Mohra, wyznaczyé naprezenia w przekroju jak na rys. 7.7b, gdy o” = 30°. Obliczy¢ warto$¢ Tma,-

Odp. o, =—37,5 MPa, T, = —39,0 MPa, dodatnie 7, jak na gys. 7.7b; Tm.x = 45,0 MPa, w prze-
kroju dwusiecznym (&" = 135°), ‘ '

2. Na kostke (rys. 7.8b) dzialaja 0, = 0; = g3 = —50 MPa. Wyznaczy¢ o, i t, w dowolnym prze-
- kroju kim Kostki. _ , o '

Odp. 0, = —50 MPa, 7, = 0, bo uklad k6t Mohra staje si¢ punktem.

3. W kostce (rys. 7.9a): o, = —80 MPa, ¢, =0, 7 = 40 MPa, o0, = 03 = 50 MPa. Wyznaczyc
Tmax 1 poloZenie przekroju, w ktérym ono dziala. ' ‘

Odp. Tmy ~ 73,3 MPa dziala w przekroju réwnoleglym do osi 2 okre$lonym katem o'’ = 135°

(rys. 7.7¢). _
4. W kostce (rys. 7.9a): 0, = 0g,, za8 T = 30 MPa i 0, = ¢35 = 50 MPa. W jakich granicach mozna

zmieniaé o,, aby Ty, < 50 MPa?
Odp. Zadanie najlepiej rozwigza¢ wykreSlnie. Ostateczny wynik jest —20 MPa < 0, = 0, <

< 120 MPa. . .
8, W kostce (rys. 7.9a): o, = 20 MPa, t = 30 MPa, o, = 05 = 50 MPa. W jakich granicach

mozha zmieniaé o,, aby Tn, < 50 MPa?
Odp. Zadanie najlepiej rozwiazaé wykreslnie. W wyniku —37 MPa < o, < 100 MPa.

7.3. Uproszczona. analiza stanu odksztalcenia

Analize stanu odksztalcenia rozpoczniemy od zbadania przypadk’u,' gdy elementarna
kostka abed doznaje wydluzen wzglednych &, i &, w kierunku osi 1 1.2, a katy proste w na-
" rozach nie zmieniaja si¢ (rys. 7.11a). Wyznaczmy odksztalcenie wzgledne ¢, dla elementu

R

&
N
e

-]

——————————

. L(1+ez)

a, ———————— .bf
i
L{(1+ey)

' @ Rys. 7.11. Analiza plaskiego stanu odksztalcenia

lezacego na osi n. Zadanie to sprowadza si¢ do rozpatrzonego juz w art. 2.5 przypadku
(rys. 2.17), jesli zamiast wprowadzonych tam oznaczeni: odksztalcenia ¢ w kierunku osi x
i odksztalcenia — ve w kierunku y wstawi¢ odpowiednio g, i &,. Zostawiajac czytelnikowi
dokonanie tych podstawien podajemy od razu poszukiwany wynik zastgpujacy wzor (g)
Z art. 2.5, a mianowicie 3

£, = &, Cos?a+¢g,sin?a. - (7.10)
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Podobnie zamiast wzoru (j) z art. 2.5 otrzymujemy
’ v, = 2(g; —&,)sinacosa, (111
jako kat odksztalcenia postac}ow:go migdzy osia On a osiq-stowarzyszonq On*, obrécong
‘wzgledem On o kat (—7/2).

Poréwnujac wzory (7.10) i (7.11) z wynikami analizy stanu napreZenia (wzory 7.11 7.2)
widzimy, ze sa one identyczne, jesli zamiast o, 1 7, wstawi¢ odpowiednio &, i Y./2, a kierunek
normalnej n do przekroju (rys. 7.2) utozsami¢ z kierunkiem On, w ktétym. okreslamy
odksztalcenie &,. Przy zachowaniu tych regal wszystkie wnioski i rozwazania z art. 7.1
" mozna bez zmjan przenie$¢ na analizg stanu odksztalcenia. W szczegdlnosci dotyczy to

kola Mohra dla odksztalcen (rys. 7.11b), w ktérym punkt N reprezentuje €, i 7,/2. odpowia-
- dajace kierunkowi On, a punkt N, wielkosci €, (2 1 Vatcn/2)/2, g4y kierunkiem podsta-
wowyt jest On,, a stowarzyszonym On}. Widal, 2 Y,,(y2) = —7Ya. Jest to jasne, gdyZz
zmniejszeniu kata nOn* towarzyszy takie samo zwigkszenie kata nr,0On} (rys. 7.1llc). ‘
Ponadto mamy, ze

ymax‘= (g _82) : (712)

odpowiada kierunkowi dwusiecznej migdzy osiami I i 2. Tak samo transponujemy pojecia
prostopadlych do siebie kierunkéw gldwnych, ktére po odksztalceniu zostaja prostopadte |
(y. = 0). Odpowiadajace kierunkom gldéwnym wydluzenia glowne ¢, i ¢, sa ekstremalnymi
wartodciami wszystkich wydluzen ¢,. Podobne wreszcie sa zagadnienia. Tak wigc mamy
zagadnienia proste (dane kierunki gldwne oraz g, i &,, poszukiwane g, i y, w podanym
kierunku) i odwrotne, gdy w stadium wyjéciowym sg dane wydtuzenia e, i &, w kierunku
osi x i y oraz kat y,, odpowiadajacy tym osiom, a szukamy gtéwnych kierunkdw i gléwnych
wydluzen. _ ,
Otrzymane wyniki umozliwiaja analize tréjwymiarowego stanu odksztalcenia, gdy
elementarna kestka zostajac prostopadtoscianem doznaje nglcdpych odksztalcen g4, &, €3

Rys. 7.12. Analiza tréjwymiarowego stanu odksztalcenia

w kierunku osi 1 , 2,3 (rys.7. 12a). Okreslenie odksztalceti wzglednych w kierunkach
prostopadlych do siebie osi x i z lezacych w plaszczyznie (1, 3) jest powtdrzeniem zadania
,  ZTys. 7.11. W rezultacie te odksztalcenia ¢, i €, oraz kat odksztalcenia postaciowcgo Pxz
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reprezentowane sg punktami kola Mohra zbudowanego na odksztalceniach ¢, i &3, jako
gléwnych. Podobnie dla osi lezacych w plaszczyznach (1, 2) i (2, 3) otrzymujemy punkty
kot Moehra zbddowanych odpowiednio na odcigtych & i &, 0raz na &, i & (rys. 7.12b).
* Okazuje si¢, ze dla dwéch dowolnie zorientowanych w przestrzeni i prostopadlych do
siebie kierunkéw wydluzenie ¢, w jednym z kierunkdw i kat odksztalcenia postaciowego 7,
migdzy tymi kierunkami jest odwzorowany punktem N lezacym w zakreskowanym
obszarze, :

-To ostatnie, podane bez dowodu, stw1erdzen1e i analiza rys 7.12 pozwala sformulowa}:

a. W kazdym stanie odksztatcenia istnieja tylko trzy kierunki, tzw. gléwne, migdzy
ktérymi ‘pierwotne katy proste nie ulegaja zmianie. Odpowiadajace tym kierunkom
wzgledne odksztalcenia &, €,, &3 nosza nazwe odksztalcen gléwnych.

-b. Maksymalny kat odksztalcenia postaciowego jest réowny $rednicy name;kszego
kola Mohra dla danego stanu odksztalcenia.

Badanie zmian wymiaréw i postaci kostki uzupelnimy okresleniem zmian pola Scian
i obntoscx kostki. Zauwazmy, ze plerwotne diugosci a, b, ¢ bokéw kosth sa po odksztal- -
ceniu

at4e), b(l4e) clite). @)
Zmiana AA4, , pola A, , = ab Sciany w plaszczyZnie (I, 2) jest
V AAl’zj-'—"a(1+£1)b(1+82)fabzab(gl“]'ﬁz), ) ) ) ', (b) )

gdyz iloczyn &;&, mozna pominqé jako malg wyzszego rzgdu. Wzgledna zniianq pola jest
~ iloraz ‘ ‘

AA LA ;=8 +&; : (c)
. Podobme wzglqdnc zmiany pdl Az 3 =bci As,, = ca sa
i A1‘12,3/1‘12,3 =g,+6;, AA; /A =¢e3+eg, (d)

czyli stowami: wzgledna zmiana pola danej $ciany jest réwna algebraicznej sumie wzgled-
nych odksztalcen w dwéch prostapadlych do siebie kierunkach‘/lemcych'ng tej Scianie.
Analogicznie obliczamy zmiang AV objetosci V. = abe kostki )
AV =a(l+e)b(1+e)e(l+¢&3)—abe = abe(e, +¢&;+¢&3),

gdzie znowu zaniedbano iloczyny odksztalcen ¢. Wzgledna zmiana objetosci e = AV/V
jest rowna algebraicznej sumie wzglednych odksztalceri w trzech wzajemnie prostopadtych
kierunkach | 3 '
e=¢;tet+es. S (7.13)

W1e1k0501 wyrazone wzorami (c), (d), (7.13) sa liczbami oderwanymi, ktére nalezy
traktowac jako cm?/cm* lub cm®/cm?. ‘
Kazdy ogolny stan odksztalcenia mozna przedstawic jako superpozycje dwoch stanow
(rys. 7.13). Pierwszy z nich ma jednakowe w kierunkach osi 1, 2, 3 wzgledne odksztalcenie
” g0 = (61 +8,+¢3)/3 (e)

itaka saﬁiq warto$¢ e jak ogélny stan. Uklad kot Mohra (rys. 7.12) redukuje si¢ do punktu,
‘a wigc w tym stanie nie ma zadnych odksztalcen postaci i w kazdym kierunku ¢ = &,.

-,
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Oznacza to, Zze po odksztalceniu kostka, a ogélnie dowolna bryla, zachowuje swéj ksztatt
~ (szeScian zostaje sze$cianem, kula — kula) zmieniajac jednakowo wszystkie wymiary
liniowe. W stanie drugim zmiana objgtosci jest, jak wynika z wzoru (7.13), réwna zeru,
a wigc zachodzi tu tylko zmiana postaci ciala (kostki). Biorac te cechy pod uwage nazy-
wamy stan pierwszy czystym odksztalceniem objgto.s‘ciowyné,—drugi czystym odksztalceniem
postaciowym. W tej zatem terminologii kaezdy stan odksztalcenia daje si¢ przedstawié jako
suma czystego odksztaicenia objetosciowego i czystego odksztalcenia postaciowego.

ble-es) ales-e)

Rys. 7.13. Rozklad ogdlnego stanu odksztalcenia na czysto objetosciowy i czysto postatiowy

Opisana interpretacja ma duZe znaczenie techniczne. Z doswiadczen okazuje st¢ mia-
‘nowicie, Ze podczas przerébki plastycznej e ~ 0 dla kazdego elementu ciala, czyli e
w takiej przerdbce zachodzi prawie wylacznie czyste odksztalcenie postaciowe.

Zadania

1. Kwadratowy element o boku /; = I = 10 cm (rys. 7.11a) doznat skrécenia krawedzi ab 0 0,10 mm
" i wydtuzenia krawedzi ad o 0,15 mm. Wyznaczyé ¢, i y,, gdy « = —30°
Odp. €-30° = —0,37%;, Y-30° = 2,16:10~2 rad = 0.124°,

D
_sz=-1,457§/$/e,=§om

a b) X ] ¢
yA , A
g N
o L2 e Sy K=
1Y i WL + 45°=2c¢
R ek A y 18 lr .
7 [orear \ B 22 b c
s dldy ¥, | = X
h, w0 | |, ” 08%e A \\ \
:‘[ 0,240 240% lk\\
:\ , a ‘ %’22,5. X
| “kierunek stowarzyszony

z osig x

Rys. 7.14. Przyklad rozwiazania zagadnienia odwrotnego
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2. Prostokatny element doznat odksztalcen podanych na rys. 7.14a. Stosujac koto Mohra wyzna- a
czyé gtowne kierunki i wartosci &, .. ‘ ' ®

Odp. Rozwiazanie podaja rys. 7.14b i ¢, przy czym &, = 2,4%,, & = —0,8%,. Kat y,, = +0,184° =
= 3,2-10-% rad > 0, bo podstawowemu kierunkowi x odpowiada zmniejszenie kata prostego.

3. Wyznaczyé catkowita zmianeg powierzchni’i objetosci kostki (rys. 7.12a), jeSli axbxe = 5X 88X~

X 10 cm, zas €, = —0,5%, €2 = 0,3%,, &1 = 0,6%,.

Odp. 0,138 cm?; 0,160 cm?.

4. Obliczyé zmiang pola poprzecznego przekroju rozciaganego preta (rys. 1.14a), jesli € = o/E =
= 1,5%, v = 0,3, A = 10 cm?. Jaka jest wzgledna zmiana objetosci?

Odp. Kazda elementarna kostka (rys. 1.14b) ma w kieruﬁku poprzecznyin odksztalcenia &, =
= §; = —ve = —0,45%,. Zmiana pola jest wiec: AA = A (e;+¢;) = —2ved = —0,9 mm? (zmniej-
szenie pola). Odksztalcenie objetosSciowe e = & (1—2%) = 0,6%,.

-

7.4. Uogoélnione prawo Hooke’a
W dotychczasowym ujeciu stany naprezenia i odksztalcenia traktowano jako zjawiska
niezalezne. Tak jednak nie jest, gdyz, jak to pokazano w przypadku rozciagania, istnieje
migdzy nimi przyczynowy zwigzek. Na ogdt zwiazek ten nie jest prosty i przechodzi rézne
fazy zaleznie od wartoéci ¢ i od przebiegu procesu obcigzania (ry§. 1.16). Tylko dla stanéw
sprezystych, gdy zaleznos¢ o(e) jest liniowa i jednoznaczna'V, ogdlhy zwiazek migdzy

E1=-ve; €;=-VE]

Rys;. 7.15. Trojwymiarowy stan naprezenia jako Superpozycja trzech standw prostego rozciggania

sktadowymi obydwdch standw, tzw. uogdlnione prawo Hooke’a, ma prostg posta¢. Rozkla-
dajac mianowicie wedlug zasady superpoiycji ogdlny stan napre¢Zenia (rys. 7.15) na trzy
stany prostego rozciggania z wzoréw (1.10) i (1.11) mamy dla kazdego z nich nastgpujace
wydluzenia wzgledne:

stan I: g, =o0,/E, ¢, = —vo,/E, & = —vo,/E,
>
< stan II: gf = —vo,/E, & =0,/E, £y = —vo,/E,
stan TIT: &Y' = —vo,/E, &' = —vo3/E, &5 =0,/E.

(1) Gdy istnieja trwalte odksztalcenia, wowczas zaleznosé o (e) jest niejednoznaczna, jak na rys. 1.16a,
gdzie danej wartosci ¢ moze odpowiada¢ punkt ma linii OA, EF itd.

i
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Jednor‘zesnemu dzialaniu ¢,,0, 1 03 odpow:adajq odksztalcenia &,, €, 1 €3 TOWNe sumie -
skutkow skladowych W wyniku uogélnione prawo Hooke’a otrzymuje postac:

=[o,~v(o2+03)JE, & =0, -—v(a3+a'1)]/E, &y = [o3—v({6:+6)]/E. (1.1¥)
, aPodobme okreélamy wzgledna zmiane oby;tosm ' _
| e =g, +8;,+8; = (1 —2v) (01 +0,+03)/E. (1.13)
W ciekawym z wielu powodéw stanie hydrostatycznego $ciskania'? ¢y = 0, = 03 =
= —p i wtedy z wzoréw (7.14) i (7.15) mamy ‘ . :
& =& =8 = —p(1-WJE, _ (a).
= —~3p(1-2v)jE = —p/K, : - (116)

gdz1e K = E/3(1 2v) — tzw. modul Scisliwosci materiatu jest stala zalezng od podsta-
wowych stalych, tj. Ei v. Z zaleznosci (a) wynika, e w tym stanie odksztalcenie jest
czysto objetosciowe (rys. 7.13). Z doéwmdczen wiadomo ponadto, ze w tym stanie wszystkie
ciala zmniejszaja swa objetosé, czyli 7e e < 0. Oznacza to, ze K> 0, a w kqnsskwenc ji
v < 0,5, jak to juz podano w art. 1.7. :

Dla wigkszosci materiatow modul X jest rzedu modulu E. Do wythkow nalezy guma,
dla ktérej v = 0,470, 495, a K moze by¢ o dwa rzedy wigkszy od E. Poniewaz moduly E -
oraz G sg dla gumy male (rz¢du 28 MPa), wynika stad, ze guma latwo poddaje sig
zmianom postaci,-a bez poréwnania trudniej zmianom objetosci. Fakt ten nalezy brac¢
pod uwage przy ksztaltowaniu elementow gumowych, gdy zaleZy nam na ich duzej po-
‘datnoéci. _

Wzory (7.14) okreslajq odksztalcema w funkcp naprezen. Zagadmem-a odwrotne spo-
tykamy w praktyce laboratoryjnej, gdy z pomiaréw znamy wartesci &, &, i €3, a szukamy
wartosci o. Odpowxedz otrzymujemy rozwigzujac uklad réwnan (7.14):

,ue-i—2Gel, ,ue+2G82, = pe+2Ges, (1.17)
gdzw symbole ei G sa juz znane, a § = vE/(1+v)(l—2v). .

Rys. 7.16. Stan naprezenia na swobodnej powierzchni ciala

Jako szczegolny przypadek stanu ogdinego zbadajmy plaski stan napre¢zenia. W tym
stanie, mi¢dzy mnme znajduja sie wszystkie elementy swobodnej powierzchni dowolnego

(1) Najprostszym sposobem jego realizacji jest dziatanie cinienia p cieczy na cialo w niej zanurzone.
Badanie tego stanu daje wiele rewelacji o fizycznych wiasciwosciach materiatlow.
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ciala (rys. 7.16), to znaczy takiej, na ktora nie dzialajq sily powierzchniowe.'Poréwnujqc ‘
bowiem taka elementarna kostkg, ktérej swobodna $cianka BCD ma o, = 0, ., =0,
- z kostka (rys. 7.10) w1dzuny, ze oddzialywania reszty ciala maja posta¢ plaskiego stanu
naprezenia, gdyz T, = Te = 0i 15 = 75, = 0. Jesli ten stan- jest przedstawiony przez
~ napreZenia gldwne (6, = 04,03 = 6, T,, = 0,0, = 03 = 0), to z wzoréw (7.14) mamy
G, —V6, . O6,—V0 v(o,+03)
£1=_ﬁﬁi, 82=_BME_1_, gy =— LLE.L B (7.1‘8)’
“Zaleznosci .(7.18) maja to samo znaczenie co poprzednie WZory (7:14); Zagadnienia
odwrotn® maja nieco inna postaé, albowiem tylko dwie wielkosci ¢ sg niezaleine. W prak-
tyce laboratoryjnej tymi wielko$ciami sa zazwyczaj &, i &,, gdyz ich pomiar jest najlatwiejszy.
Rozwigzujac pierwsze i drugie réwnanie (7.18) wzgledem-o, i 0, mamy

. B E
T:;E" (81 +V£2), Oy = _1:? (824+ V81) . SR (719)

Podane tutaj uogdlnione prawo Hooke’a shuszne jest tylko dla sprgiystyéh' materialow
izotropowych, gdyi milczaco zalozono, ze dzialanie naprezen w kierunkach osi 1,2, 3
podlega tym samym prawom (1.10).i (1. I1). W materiatach anizotropowych analogiczne
zaleznosci sa bardziej zlozone.‘ Réwniez bardziej zlozona jest kwestia korelacji kierunkéw
- gléwnych odksztalcen i gléwnych naprezer. W materialach 1zotropowych jak to wynika
z do$wiadczen nad rozciaganiem (rys. 1.8), kierunki te pokrywa]q sig, ‘natomiast w mate-

rialach amzotropowych na ogok tak nie jest. ’ : o

Zadania

1. Na duralowa kostge (E = 7-10* MPa, v = 0,35) dzialaja gtéwne naprezenia: ¢, = 120 MPa,
= -'80 MPa, ¢; = 60 MPa. Wyznaczy¢ gléwne odksztalcenia wzgledne oraz € i Yme.
Odp £y = 1,82%,, &2 = —2 04/,0, g3 = 0,66%, € = 0,44%,, Ymx = 3,86-10-2 rad.
2. Pomierzone do$wiadczalnie glowne odksztalcenia stalowej kostki (E = 2,1-10* MRa, » = 0,3)
sa: & = —0,5%;, €2.= 0,77, &3 =0 ,3%,. Wyznaczy¢ gldwne napreZenia i wartos$é Tmay.
Odp. oy = 20 MPa, gy =174 MPa, 03 = 109 MPa, 7. = 97 MPa.
3. Jak zmieni sie odksztalceme $ciskanej gumowej kostki (E = 4 MPa, v = 0,49, p = 1 MPa), .
jesli przed odksztalceniem wlozyé ja bez luzu we wneke meodksztalcalnego korpusu (rys. 7. 17)'? Tarcie
“miedzy guma a korpusem moina pominaé. A = 5cm. -
~.Odp. Pierwotnie Ak’ = —hp/E = —12,5 mm, Po wiozeniu kostki w korpus stan naprezenia two-
rza: znané o; = —p = --1-MPa i pieznane oddzialywania korpusu na kostkg¢ oy = -—p;, 02 = —p,.
Korpus jest nieodksztaicalny, a wiec &; = ¢, = 0iz(7.14) mamy: 0, = 0; = —¥p/(1—-») = —0,96 MPa
oraz €5 ~ —1,48% i Ak’ = hey = 0,74 mm. Stosunek Ah'/AR™ = 17. Ten duzy wzrost sztywnosci
moze mieé w praktyce znaczenie dodatnie lub ujemne, zaleznie od przeznaczenia elementu.
4. Jak zmienia sie wyn1k1 poprzednlego zadania, jesli wneka w korpusie i kostka maja ksztalt cy-
lindra? ~
Odp Nie zmlemq sie, Jesll Jest, 1o samo p. !

i

() Patez: M. T. Huber, Tefria spreiystosci, cz. 1, Warszawa 1954, PWN, rowniez S. G. Lethnicki,
Tieoria uprugosti anizotropnogo tiela, Moskwa-Leningrad 1950, Gos. Izdat, Tiech, Tieoriet. Lit.
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Rys. 7.17. . Rys. 7.18.

5. Na zamkKnigta miedzy pokrywami nieodksztélcalnego ‘korpusu cienka plytke dzialajq oy =
= —100 MPa i 0; = —60 MPa (rys. 7.18). (Sbliczyé naciski plytki na korpus, jesli E = 2-10° MPa,
y = 0,28.. ‘ ¢ ‘

. Odp. Poniewaz ¢; = 0, zatem o3 = v (0,4 03) = —45 MPa, a nacisk na pokrywy korpusu p =
= —g,; = 45 MPa. : ‘

7.5. Uwagi koncowe

Tre$¢ tego rozdzialu dzieli si¢ na trzy fragmenty.- Plerwszy z nich to analiza stanu
'naprqzenia. Otrzymhane w jej wyniku zaleznosci daja moZznoéé okreslenia napreZzeni w do-
_ wolnym przekroju, o ile tylko znamy naprezenia na $cianach kostki. Ten ostatni %arunek,
tj. znajomo$é szesciu sktadowych stanu naprezenia, jest konieczny i wystarczajacy do jedno-
znacznego rozwiazania zagadnienia. Przytoczone przyklady wskazuja, Ze dany stan na-
prezenia mozna réZnie przedstawi¢ zaleinie od sposobu wycigcia elementarnej kostki.
Najprostszym z tych sposobéw jest przedstawienie stanu przez naprezenia glowne.

Rys. 7.19. Analiza stanu czystego $cinania

Fragment drugi obejmujacy analiz¢ stanu odksztalcenia stanowi peina analogi¢ do -
pierwszego i daje identyczne wyniki, je§li tylko zamiast naprezen o, i 7, wstawi¢ odpo-
wiednio &, i 7,/2. Wspéina cechq obydwdch analiz jest, te wyniki nie zalezq zupelnie od wia-
SciwoSei materialu, w pierwszym bowiem przypadku sa one nastgpstwem warunkdw
réwnowagi, w drug'm — nastgpstwem przeslanek'geornetrycz'nych. Jednoznaczny zwiazek
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obydwéch standw wystepuje tylko dla ciata sprezystego. Dla materialéw izotropowych
. wyraza si¢ on uogdlnionym prawem Hooke’a oméwionym jako trzeci fragment rozdzialu.

Na tle tych uwag celowe jest wlasciwe umieszczenie stanu czystego $cinania. Wedlug
definicji z art. 3.1 stan ten cechuje dzialanie samych tylko naprezefi z (rys. 7.19a), podczas
gdy $ciany kostki rownolegle do plaszczyzny rysunku sa swobodne, tj. 63 = 0. Obliczone
z kot Mohra (rys. 7.19b) napre¢zenia glowne sa

- c,=17, 0G,=-—1, 03=0, (a)
. F ’ . )
'przy czym o, i 0, dzialaja_ na bokach kostki-ABCD obréconej o kat « = n/4 wzgledem
osi x. Tym naprgzeniom odpowiadaja gldwne odksztalcenia wyznaczone z wzoréw (7.14)
»

g, =t(1+Vv)E, ¢&e="—1(14+Vv)/E, ¢&3,=0 _ (b)

oraz e = &, +¢&,+¢&; = 0. Tak wiec odksztalcenie w stanie czystego Scinania jest czysto
postaciowe, jak to oméwiono w art. 3.1. Podobnie z ukladu két Mohra dla odksztaiceni -
(rys. 7.19c) mamy w ukladzie osi x, y, ze ¢, = ¢, = 0 oraz _

y =2¢, =2t(1+v)/E, : (©)
lub w formie wzoru (3.1)

| . y=1/G, )

co oznacza, ze w stanie czystego $cinania $ciana abod kostki zamienia si¢-w réwnoleglobok
bez zmiany dlugos$ci bokow, a kat dab ulega zmniejszeniu,

yh o . Ty a.
:D Ob C’ b* y C* -~
Ty v b
T\bk — ¢ b o
/)—""If‘. ' T 'l - * : ” =
Ox 1 O x 1 Ox
i Ko S— T
L / ) ) | l
- ’I' ~y 11— __l_‘— l d ld* -
a T _‘EX X a i N eX‘ X E a
]’dy . | o

Rys. 7.20. Rozktad dowolnego stanu ptaskiego na dwa prostsze

W przedstawionym powyzej ujeciu stan czystego Scinania przestaje by¢ czyms wyjatko-
wym, a staje si¢ jednym z wariantow pfaskiego stanu naprezenia i odksztatcenia (¢ = 0).
Niemniej uzycie tego stanu jakg skladnika umozliwia przejrzysty opis odksztalcen kostki
bez wyznaczania raprezen gléwnych. Rozlézmy mianowicie plaski stan napr¢Zenia na
dwa (rys. 7.20). W pierwszym z nich o, = 0 oraz o, o, sa naprezeniami gtdwnymi, a odpo-
wiadajace im odksztal¢enia okreslone sg z wzorow (7.18). W drugim z nich- mamy tylko
odksztalcenie postaci. W rezultacie wypadkowe odksztalcenia sa

G, —VO, . o, V0, ' v{o,+0,)

T
P G = e n= - p, y=. (120)

T E =7 T E
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.

Podobnie okreslamy odksztalcenia w tréjwymiarowym stanie naprezenia jako super-
) pozycje czterech standéw (rys. 7.21). W wyniku mamy
. : & =[o,—v(o,+0,)]/E,
g, = [0, ~v(0,+07)]/E, (7.21)
& = [G,fV(Gx+Gy)]/E . ’

oraz trzy odksztatcenia postaciowe ‘okreslone katami . : :
= Txy/G Yz = Tyz/G 'Y = Tz'x/Gl ) (7 22)

Efektem tych odksztalcen postac1owych jest zamiana kostki na rownolegloéman Nakia-
dajace sie na to ‘dzialanie oy, 6, i o, powoduje zmiang dtugosci jego krawedzi.

Try = Tyx Tyz =Tgy Txe = Tax

Rys. 7.21. Rozktad dowolncg:) tréjwymiarowego stanu na cztery prostsze

Pckazany sposéb opisu odksztalcen jest celowy, gdy objektem.badania jest cale ciato.
Wtedy bowiem elementarne kostki sa jednakowo zorientowane w stosunku do stalego
uktadu osi x, y, z, a ich §ciany nie sa z reguly przekrojami gléwnymi. Widzieliémy to w po-
przednich rozdzialach, gdzie Jako 0§ x obierano 0§ preta, a osie y i z w14zano w pewien
wyréZniony sposob Z przekrojem poprzecznym.



